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Monty Hall Problemet

| det amerikanske TV-show
“Let's Make a Deal” kunne
deltagerne vinde en bil!

@ Deltageren skulle dbne én af tre dgre med numrene 1,2 eller 3.
o Bag den ene dgr var der en bil.

o Bag de to andre dgre var der en ged.
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o Deltageren skulle fgrst vaelge en af dgrene 1,2 eller 3.

o Derefter oplyste tv-vaerten nummeret pa en af de ikke-udvalgte dgre,
som gemte pé en ged.

@ Deltageren fik derpd muligheden for at fastholde sit valg eller at
valge om.

@ Hvilken mulighed giver stgrst sandsynlighed for at vinde bilen?
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Der er 3 muligheder for placeringen af bilen:

Dgr-nummer:

OO -
[a v Rl
T OO

o Lad os f.eks. sige, at deltageren i fgrste omgang veelger dgr 1.
@ Hvis hun fastholder dgr 1, vil hun kun vinde i fgrste tilfaelde.
@ Hvis hun vaelger om, vil hun vinde i andet og tredje tilfeelde.

@ Sandsynligheden for at vinde er altsé hhv. % og %
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Ssh for 7 rigtige to gange i Lotto, hvis man spiller i 28 ar

@ Manden har spillet 10 raekker i Lotto hver uge siden 1989.
o Han fik 7 rigtige fgrste gang i 2001 og anden gang i 2017.

@ Der er 8.347.680 raekker i Lotto, hvoraf kun én har 7 rigtige.
Sandsynligheden for at fa 7 rigtige ved at spille pa 10 raekker en
enkelt uge er siledes 10

Pr= 8 3a7.680

o Huvis man spiller 10 raekker i Lotto, hver uge i 28 &r (dvs. i 1456
uger), bliver antallet af gange man fér 7 rigtige binomialfordelt med
parametre (1456, p;).

o Hvis V ~ Binomial(1456, p1) geelder
P(V>2)=1-P(V=0)—P(V=1)

=1.197938 - 107%.

1
1456\ j i _
=13 (M) p](1— py)™*56 = 1518303 - 10,
Jj=0

Ssh for 7 rigtige to gange pa landsplan

Antag nu, at 1 million danskere spiller 10 raekker hver uge i 28 ar.

Hver af dem har si ssh p, = 1.518303 - 1072 for at fa 7 rigtige
mindst 2 gange.

Antallet A af spillere, der far 7 rigtige mindst 2 gange bliver saledes
binomialfordelt med parametre (1000000, py).

o P(A>1)=1—(1— p,)t000000 — 0.7809169.
e P(A>2)=1-P(A=0)— P(A=1) = 0.4482819.

Faktisk skete det for to danskere over en periode pa 34 ar! Her bliver
sandsynligheden P(A > 2) = 0.6547017.
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Konvekse funktioner og Jensens Ulighed
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Definition af konveks funktion

Lad / vaere et interval i R, og betragt en funktion ¢: I — R.

Vi siger da, at ¢ er konveks, hvis der for alle a,b i | og alle X i (0,1)
gaelder uligheden:

p(ra+ (1= A)b) < Ap(a) + (1 — A)g(b).
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Jensens Ulighed (klassiske version)
Lad ¢: R — R veere en konveks funktion.

Lad videre n veere et naturligt tal, lad A1,..., A\, vaere (strengt) positive
tal, og lad xi, ..., x, veere vilkarlige reelle tal.

Da geelder uligheden:

T dixiy _ Lt di(xi)
< .
S =TS0
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Konvekse funktioner og Jensens Ulighed
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fEkvivalent formulering af klassiske Jensens Ulighed

Setning (Jensens Ulighed)
Lad ¢: R — R vaere en konveks funktion.

Lad X vere en diskret stokastisk variabel med Rx = {x1,x2,...,Xn}.

S3 geelder der, at
G(EIX]) < Elp(X)]

Eksempel: ¢(x) = x2.
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Bevis for Jensens Ulighed: Ved induktion efter n
n=1: Rx = {x1}, og Px(x1) = 1. Sa geelder

LOTUS

P(EX]) = w(aPx(x1)) = p(xa) = p(x1)Px(xa) = Elp(X)].

n > 2: Antag, at Jensens Ulighed geelder for n — 1. Vis da, at den ogsa
gaelder for n.

Betragt altsd en diskret stokastisk variabel X med Rx = {x1,x2,...,Xn}.
Definér en ny stokastisk variabel Y ved
Px(X') .
Ry = ey X Py(xj) = — 22— =1,...,n—1
y ={x,.oxe1h, og Py(x) == Py S ben

Bemaerk:
n-1 1 n—1 1
; Py (x) = m; Px(x;) = m(l ~ Px(xn)) = 1.
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Px(x)
1—Px(xn) "

Husk: Ry = {x1,...,xp—1}, og Py(x;) =
Vi finder nu, at

n n—1
P(EIX]) = o (D x5Px(x9)) = 0((1 = Px(n)) X %Py (3) + xaPx(x0))
j=1 j=1

= ¢((1 = PxCa))ETY] + Px(xn)x)

< (1= PxCa))@(EIY]) + Px(xn)e(xn)

Jensen for n — 1

< (1= Px(a))E[(Y)] + Px(xm) ()

LOTUS n—1
= (1= Px(xa)) Y 06) Py (%) + Px(xn)p(xn)
j=1
n—1 LOTUS
=" 0(x)Px(%) + ¢(xa)Px(xn) = E[p(X)].
j=1
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Jensens Ulighed (klassiske version)
Lad ¢: R — R veere en konveks funktion.

Lad videre n veere et naturligt tal, lad A1,..., A\, vaere (strengt) positive
tal, og lad xi, ..., x, veere vilkarlige reelle tal.

Da geelder uligheden:

Tl dixiy _ Lt di(xi)
< .
S =TS0
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Sekretaer Problemet
o

00000

Sekretaer Problemet

o Betragt n kugler, som er nummererede med forskellige (ukendte) hele
tal.

o Antag, at kuglerne er skjult i et rgr i en tilfeeldig reekkefglge.
o Spillet gar ud p& at traekke kugler én efter én og pa et tidspunkt
beslutte sig for, at den kugle, man netop har trukket, er den med det

hgjeste nummer.

@ Man vinder, hvis man har ret; ellers taber man.
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Strategien Sy

Lad k veere et fast tal i {1,2,..., n}, og betragt fglgende strategi:
@ Udtraek de farste k kugler uden skelen til deres numre.

@ Udtraek derefter kugler, indtil man fgrste gang far en kugle med
hgjere nummer end samtlige de k fgrst udtrukne.
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Tilfeldet k = 2.

@ Del rgret op i 2 dele | og Il, som hver indeholder % af kuglerne.

o Betragt placeringerne af de to kugler med de to hgjeste numre i
forhold til de 2 dele af rgret.

Der er 2 -2 = 4 mulige placeringer af de to kugler i forhold til de 2
dele af rgret (som alle har sandsynlighed omtrent 1/4).

Blandt disse 4 muligheder er der 1 mulighed, hvor kuglen med det
nasthgjeste nummer er placeret i del I, mens kuglen med det hgjeste
nummer er placeret i del II.

| dette tilfelde vil S/, fgre til, at man vinder spillet!

Der gelder siledes at

1
i > —.
P(Sp/2 vinder) > 2
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Optimal strategi (for store n): k = 2

e

For store vaerdier af n er strategien Sk optimal i tilfaeldet

"k = g hvor e ~ 2.718281828.

| dette tilfelde gaelder der (for store n), at

P(Sp/e vinder) ~ % ~ 0.367879441.
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Sekretaer Problemet
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Argument for den optimale strategi

Lad M betegne positionen af kuglen med det hgjeste nummer:
Rm ={1,2,...,n}, og P(M=m)= % for alle mi Ry.

Vi gnsker fgrst at bestemme P(Si vinder | M = m) for m i Ry.

Det er klart, at

P(Sk vinder | M =m) =0, hvis m< k.
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Argument for den optimale strategi (fortsat)

Lad os nu se pa tilfeeldet hvor m > k + 1:
o Betragt de fgrste m — 1 kugler i rgret.

@ Om Sy vinder spillet afhaenger alene af, om kuglen med det hgjeste
nummer, blandt de m — 1 fgrste, er placeret blandt de k fgrste kugler.

o Det fglger derfor, at

P(Sk vinder | M = m) = %

Eulers Venner, 8 oktober 2025

Sekretaer Problemet
0000008

Argument for den optimale strategi (fortsat)
Der gelder nu, at

n
P(Sk vinder) = Z P(Sk vinder | M = m) - P(M = m)

m=1
3 i ko1 k& 1 Tkl
m:k+1m_1 n nm:k+1m_1 ”z:k[
kn—l 1 f(x)=1/x kn—l 1 k11
7ng + 7Zf(ﬁ/n)fzf/ —dx
n— {n n— n nJk

k(log(l) — log(k/n)) = %Iog(f).

n

Her gaelder der videre, at x log(1/x) er stgrst mulig, nar x = 1.

Dermed er P(Sy vinder) stgrst, nar & ~ 1, dvs. nar k ~

ol
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